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1 オイラーの公式

三角関数 (trigonometric function) cos θ，sin θ をそれぞれテーラー展開すると，次

のようになる．

cos θ = 1 − θ2
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4!
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6!
+ · · · (1)

sin θ = θ − θ3

3!
+
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5!
− θ7

7!
+ · · · (2)

指数関数 ex のテーラー展開は

ex = 1 + x +
x2
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+
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+
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· · · (3)

右辺の項を並び替えると

ex = 1 +
x2
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+ · · ·+ x +
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· · · (4)

虚数単位を iとして，x = iθ とすると

eiθ = 1 − θ2

2!
+
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4!
− θ6

6!
+ · · ·+ iθ − i
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+ i
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= 1 − θ2

2!
+
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4!
− θ6

6!
+ · · ·+ i

(
θ − θ3

3!
+

θ5

5!
− θ7

7!
· · ·

)
= cos θ + i sin θ

(5)

したがって，以下の関係が成り立つ．

cos θ + i sin θ = eiθ (6)

これをオイラーの公式という．
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2 三角関数の公式

オイラーの公式より

cos(α + β) + i sin(α + β) = ei(α+β)

= eiαeiβ

= (cos α + i sin α)(cos β + i sin β)

= cos α cos β + i cos α sin β + i sin α cos β − sin α sin β

= cos α cos β − sin α sin β + i(sin α cos β + cos α sin β)

(7)

cos(α − β) + i sin(α − β) = ei(α−β)

= eiαe−iβ

= (cos α + i sin α)(cos(−β) + i sin(−β))

= (cos α + i sin α)(cos β − i sin β)

= cos α cos β − i cos α sin β + i sin α cos β + sin α sin β

= cos α cos β + sin α sin β + i(sin α cos β − cos α sin β)

(8)

以上より，つぎの加法定理が得られる．

cos(α + β) = cos α cos β − sin α sin β (9)

cos(α − β) = cos α cos β + sin α sin β (10)

sin(α + β) = sin α cos β + cos α sin β (11)

sin(α − β) = sin α cos β − cos α sin β (12)

加法定理から，つぎの積和公式が得られる．

cos α cos β =
1
2
{cos(α + β) + cos(α − β)} (13)

sin α sin β = −1
2
{cos(α + β)− cos(α − β)} (14)

sin α cos β =
1
2
{sin(α + β) + sin(α − β)} (15)

積和公式で β = αとすると，半角の公式が得られる．

cos2 α =
1
2
{1 + cos 2α} (16)
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sin2 α =
1
2
{1 − cos 2α} (17)

同様に，倍角の公式も得られる．

cos 2α = 2 cos2 α − 1

= 1 − 2 sin2 α

= cos2 α − sin2 α

(18)

sin 2α = 2 sin α cos α (19)

また，eiθ，e−iθ とオイラーの公式から，以下の関係が得られる．

cos θ =
eiθ + e−θ

2
(20)

sin θ =
eiθ − e−θ

2i
(21)
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