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1 はじめに

一次元偏微分方程式を有限差分法や有限体積法で離散化した際、代数方程式の係数

行列として対角要素とその両隣の要素のみが非 0である三重対角行列が得られること
がある。この場合、代数方程式の解法としてガウスの消去法よりも効率的な手法が使

える。それは三重対角行列アルゴリズム (TDMA: TriDiagonal-Matrix Algorithm)と
呼ばれるものである。

2 TDMA

変数ベクトル xについての代数方程式を次式のように表す。

aixi = bixi+1 + cixi−1 + di (1)

行列で表すと次のようになる (n元の方程式とする)。

a1 −b1
. . .

−ci ai −bi
. . .

−cn an





x1
...

xi
...

xn


=



d1
...

di
...

dn


(2)

空白はすべて 0である。
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次の方程式を解くことを考えてみよう。 a1 −b1 0
−c2 a2 −b2

0 −c3 a3


x1

x2

x3

 =

d1

d2

d3

 (3)

係数行列の 1行目と xとの内積から

a1x1 = b1x2 + d1 (4)

これより

x1 =
b1

a1
x2 +

d1

a1
(5)

ここで、xi を次式で表すことにしよう。

xi = Pixi+1 + Qi (6)

すると

x1 = P1x2 + Q1 (7)

P1 =
b1

a1

Q1 =
d1

a1

(8)

続いて、係数行列の 2行目と xとの内積から

a2x2 = b2x3 + c2x1 + d2 (9)

上式に式 (7)を代入すると

a2x2 = b2x3 + c2(P1x2 + Q1) + d2

(a2 − c2P1)x2 = b2x3 + d2 + c2Q1

x2 =
b2

a2 − c2P1
x3 +

d2 + c2Q1

a2 − c2P1

(10)

したがって

x2 = P2x3 + Q2 (11)

P2 =
b2

a2 − c2P1

Q2 =
d2 + c2Q1

a2 − c2P1

(12)

同様に

a3x3 = c3x2 + d3 (13)
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式 (11)を代入して

a3x3 = c3(P2x3 + Q2) + d3

(a3 − c3P2)x3 = d3 + c3Q2

x3 =
d3 + c3Q2

a3 − c3P2

(14)

したがって

x3 = Q3 (15)

Q3 =
d3 + c3Q2

a3 − c3P2
(16)

上記の手順を一般化して、次のアルゴリズムを得る。

TDMA: n元の代数方程式が次式のように表されるとする。

aixi = bixi+1 + cixi−1 + di (17)

このとき、下記の手順によって解 xが求まる。

1. P1 · · · Pn−1, Q1 · · · Qn を次式から求める。

P1 =
b1

a1

Q1 =
d1

a1

Pi =
bi

ai − ciPi−1

Qi =
di + ciQi−1

ai − ciPi−1

(18)

2. 次式より解を求める。

xn = Qn

xi = Pixi+1 + Qi
(19)
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