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1 はじめに

多粒子の挙動をシミュレートする手法の一つである離散要素法 (Discrete Element
Method, DEM)の理論について整理する。

2 方程式

各粒子について下記の方程式を解く。

mi
dvi
dt

= Fi

Ii
dωi
dt

= Mi

(1)

第 i番目の粒子を粒子 iと呼ぶことにし、粒子 iの質量を mi とする。同様に、vi, Ii, ωi

をそれぞれ粒子 i の速度、慣性モーメント、角速度とする。また、Fi, Mi はそれぞれ

粒子 i にかかる力とモーメントである。ここでは球状の粒子を考える。慣性モーメン
ト Ii は次式で与えられる。

Ii =
2
5

miRi
2 (2)
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ここで Ri は粒子 iの半径である。
粒子 iにかかる力 Fi はつぎのように表せる。

Fi = ∑ Fij + Fv (3)

ここで Fij は粒子 jが粒子 iに与える力であり、粒子 iに関係するすべての粒子からの
力の和をとっている。Fv は重力などの体積力である。モーメント Mi も同様に

Mi = ∑ Mij (4)

3 接触力

3.1 接触力

粒子 jが粒子 iに与える力 Fij をここでは接触力に限るものとする。接触力はばね・

ダッシュポット・スライダーにより構成される Voigtモデルでモデル化される。接触
力は接触面の法線方向の力 Fn と接線方向の力 Ft に分けられる。

Fij = Fn + Ft (5)

3.2 法線方向の力

法線方向の力 Fn は次式で表される。

Fn = −knδn − ηnvn (6)

ここで kn, ηn はそれぞれ法線方向のばね定数と粘性減衰係数である。δn は粒子の接触

による変位の法線方向成分であり、粒子の重なりの量で表す。

δn = δnnij

δn = |xi − xj| − (Ri + Rj)
(7)

xi は粒子 iの位置ベクトルである。nは接触面の法線ベクトルで

nij =
xi − xj

|xi − xj|
(8)

vn は粒子間の相対速度 vij の法線方向成分である。

vn = (vij · nij)nij

vij = vi − vj
(9)

ばねは線形ばねモデルと非線形ばねモデルがあるが、ここでは Hertzの弾性接触理
論による非線形ばねを考えると、ばね定数 kn は次式で表される。

kn =
4
3

E∗√R∗δn (10)
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ここで

1
E∗ =

1 − νi
2

Ei
+

1 − νj
2

Ej

1
R∗ =

1
Ri

+
1
Rj

(11)

Ei, νi はそれぞれ粒子 iのヤング率とポアソン比である。壁との衝突の場合は Rj → ∞
とする (つまり R∗ = Ri)。
粘性減衰係数 ηn は、線形ばねの場合は次式で表される。

ηn = 2α
√

m∗kn

α = − ln e

√
1

ln2 e + π2

(12)

ここで
1

m∗ =
1

mi
+

1
mj

(13)

eは反発係数である。非線形ばねの場合は

ηn = β
√

m∗kn

β = − ln e

√
5

ln2 e + π2

(14)

3.3 接線方向の力

接線方向の力 Ft は次式で表される。

Ft = −ktδt − ηtvt (15)

ここで kt, ηt はそれぞれ接線方向のばね定数と粘性減衰係数である。δt, vt はそれぞれ

粒子間の変位と相対速度の接線方向成分である。変位の接線方向成分 δt は次式で与え

られる。

δt =
∫ t1

t0

vtdt (16)

ここで t0, t1 はそれぞれ接触始めと終わりの時刻である。相対速度の接線方向成分 vt

は次式で与えられる。

vt = vij − vn + (Riωi + Rjωj)× nij (17)

ばね定数 kt は、Mindlinの理論により次式で表される。

kt = 8G∗√R∗δn (18)
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ここで
1

G∗ =
2(2 − νi)(1 + νi)

Ei
+

2(2 − νj)(1 + νj)

Ej
(19)

粘性減衰係数 ηt は、ηt = ηn とする。

摩擦係数を µとして、|Ft| > µ|Fn|の場合、接触面ですべりが生じる。その場合 Ft

は次式で表される。

Ft = −µ|Fn|tij (20)

ここで tij は接触面の接線方向ベクトルで

tij =
vt

|vt|
(21)

4 モーメント

粒子 jが粒子 iに与えるモーメント Mij は次式で表される。

Mij = Ri × Ft (22)

ここで

Ri = Rinij (23)
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