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1 変形勾配テンソル

物体 B を考える。B を構成する点の位置ベクトル X とし、変形後のそれの位置ベ

クトルを x とする。変形前の B 中の微小ベクトル dX が、B の変形に伴って dx に

なるとき

dx = F · dX (1)

と表す。ここで F は変形勾配テンソルである。

デカルト座標系を考え、その基底を ei とする。物体 B 中の変形前後の微小ベクト

ルをそれぞれ dX = dXiei, dx = dxiei とすると

F = Fijei ⊗ ej (2)

とすれば

dxiei = (Fijei ⊗ ej) · (dXkek)

= FijdXjei

(3)

これより

dxi = FijdXj , Fij =
∂xi

∂Xj
(4)

変形前後で、物体の位置ベクトルを表示する座標系が異なっていてもよい。変形前

の位置ベクトルを表す座標系の基底を Ei、変形後のそれを ei とする。すなわち、
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dX = dXiEi, dx = dxiei とすると

F = Fijei ⊗Ej (5)

とすれば

dxiei = (Fijei ⊗Ej) · (dXkEk)

= FijdXjei

(6)

これより

dxi = FijdXj , Fij =
∂xi

∂Xj
(7)

より一般化して、曲線座標で考えよう。dX = dXiEi, dx = dxiei として

F = F i
jei ⊗Ej (8)

とすると

dxiei = (F i
jei ⊗Ej) · (dXkEk)

= F i
jdXjei

(9)

したがって

dxi = F i
jdXj , F i

j =
∂xi

∂Xj
(10)

2 埋め込み座標系

物体 B に座標系を埋め込んで、その座標系によって変形を記述することを考えよう。

座標系を「埋め込む」というのは、B の変形にしたがって座標系が変形するというこ

とである。変形前の物体の位置ベクトルを表示する座標系の基底を Ei とし、変形後

のそれを ei としよう。これは、変形前後で物体の記述に使用する座標系が単に異なる

ということではなくて、変形前の基底 Ei が B の変形に伴って ei に変換されるとい

うことである。この場合、変形前の基底ベクトル同士が直交していても、変形後の基

底ベクトル同士が直交するとは限らない。したがって、一般には曲線座標で考えるこ

とになる。

物体 B に埋め込んだ座標系が B の変形に伴って変形するということは、B 中のベ

クトルが変形しても、その成分は変わらないと考えるということである。たとえば、わ

たしたちの生活している空間が伸び縮みしたとしても、ものさしも一緒に伸び縮みす

るのであれば、1 m のものは 1 m のものとして見え続ける。基底はものさしなので、
それが物体とともに変形すれば、それで測った場合の物体中のベクトルの見え方は変

わらない。つまり、成分は変わらない。

変形前後の座標をそれぞれ (X1, X2, X3), (x1, x2, x3) とすると

xi = Xi (11)
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である。これより

F ·Ei = (
∂xi

∂Xj
ei ⊗Ej) · (Ei)

=
∂xi

∂Xi
ei

=
∂Xi

∂Xi
ei

= ei

(12)

つまり

ei = F ·Ei, F = ei ⊗Ei (13)

3 グリーン・ラグランジュひずみ

物体 B 中の変形前における線素を ds とし、変形後のそれを dS とする。それぞれ

の 2 乗の差をとると

ds2 − dS2 = dx · dx− dX · dX

= (F · dX) · (F · dX)− dX · dX

= dX · FT · F · dX − dX · dX

= dX · (FT · F − I) · dX

= dX · 2E · dX

(14)

ここで I は単位テンソルであり

E =
1
2
(FT · F − I) (15)

はグリーン・ラグランジュひずみである。

さて、グリーン・ラグランジュひずみを曲線座標系において表現することを考えよ

う。埋め込み座標系を導入するとして、グリーン・ラグランジュひずみの共変成分は

E ·Ej =
1
2
(FT · ej −Ej)

Ei · E ·Ej =
1
2
(ei · ej −Ei ·Ej)

=
1
2
(gij −Gij) = Eij

(16)

ここで Gij , gij はそれぞれ変形前・変形後における計量テンソルの共変成分である。

つまり、グリーン・ラグランジュひずみの共変成分は、変形前後の計量テンソルの共

変成分のみで表される。
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4 微小ひずみ

物体 B の変位ベクトルを u とすると、B の変形前後の位置ベクトル X, x から

u = x−X (17)

変形前の配置に関する u の勾配は

∇u = F − I (18)

したがって、変形勾配は次式で表される。

F = ∇u + I (19)

そのとき、グリーン・ラグランジュひずみは

E =
1
2
(FT · F − I)

=
1
2

{∇u + (∇u)T + (∇u)T · ∇u
} (20)

ところで、埋め込み座標を用いると

ei = F ·Ei

= (∇u + I) ·Ei

(21)

であるので、変形後の配置の計量テンソル gij は

gij = ei · ej

= (∇u + I) ·Ei · (∇u + I) ·Ej

= Ei ·
{∇u + (∇u)T + (∇u)T · (∇u)T + I

} ·Ej

(22)

グリーン・ラグランジュひずみの共変成分は、式 (16) より

Eij = Ei · E ·Ej

= Ei · 1
2

{∇u + (∇u)T + (∇u)T · (∇u)T + I − I
} ·Ej

= Ei · 1
2

{∇u + (∇u)T + (∇u)T · (∇u)T
} ·Ej

(23)

したがって、式 (20) が得られる。
式 (20) の右辺最後の式の第 3 項を無視すると、微小ひずみ ε が得られる。

ε =
1
2

{∇u + (∇u)T
}

(24)

ベクトル u の共変微分は、方向微分を用いると

∂u

∂Xi
·Ej (25)

で与えられる。したがって、曲線座標系における微小ひずみ ε の共変成分は次式のよ

うになる。

εij =
1
2

(
∂u

∂Xi
·Ej +

∂u

∂Xj
·Ei

)
(26)
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