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1 物質表示の連続の式

物体 Bがあるとする．ある時点を時間 t = 0とし，そのとき Bを構成する点の位置
ベクトルを X としよう．その後 B が変形したとして，そのときの B の点の位置ベク
トルを xとする．Bの変形前後の微小ベクトル dX, dxは次式で関係付けられる．

dx = F · dX (1)

ここで Fは変形勾配テンソルであり，その成分は

Fij =
∂xi
∂Xj

(2)

である．

さて，変形前の Bの占める領域を Ω0，変形後のそれを Ωとしよう．変形前の Bの
微小体積を dV とし，変形後のそれを dvとする．また，Bの点 X の時間 tにおける密
度を ρ(X, t)として，変形前の Bの密度を ρ0 = ρ(X, 0)，変形後のそれを ρ = ρ(X, t)
とすると，Bの質量 mは次式で表される．

m =
∫

Ω0

ρ0dV =
∫

Ω
ρdv (3)

変数変換により ∫
Ω0

ρ0dV =
∫

Ω0

ρJdV (4)
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ここで，J はヤコビアンである．上式より次式が得られる．

ρ0 = ρJ (5)

この式を連続の式といい，質量保存の法則を表している．

変形後の Bの内部の微小ベクトルを dx, dy, dzとし，それらが作る六面体の体積が
dvであるとしよう．一方，変形前の Bの内部の微小ベクトル dX, dY , dZが作る六面
体の体積を dV とする．3つのベクトル a, b, cが作る六面体の体積は，スカラー 3重
積

|a b c| = a · (b × c) = ϵijkaibjck (6)

で表される．ここで ϵijk はエディントンのイプシロン

ϵijk =


1 (i, j, kが 1, 2, 3の偶置換)

−1 (i, j, kが 1, 2, 3の奇置換)

0 (i, j, kのうちどれか 2つが等しい)

(7)

である．総和規約を用いている．スカラー 3重積を用いて

dv = |dx dy dz|

= |F · dX F · dY F · dZ|

= ϵijkFildXl FjmdXmFkndXn

=
1
6

ϵijkϵlmnFil FjmFknϵlmndXldYmdZn

= det F|dX dY dZ|

= dV det F

(8)

これより J = det Fが得られる．ここで ϵijkϵijk = 6および

det F =
1
6

ϵijkϵlmnFil FjmFkn (9)

を用いた．

2 空間表示の連続の式

物体の存在する空間の密度場を考える．空間の位置ベクトルを xとし，時間 tにお
ける密度場を ρ(x, t)で表すことにしよう．空間のある点に微小立方体を考える．デカ
ルト座標系が設定されているとして，立方体の面は座標軸に平行であるとし，軸方向

の幅をそれぞれ dx, dy, dzとする．今，x軸に垂直な面 2枚に注目し，軸の負側の面を
通る単位時間当たりの質量を ṁ−

x，正側の面のそれを ṁ+
x と表す．x軸方向の物体の速

度を ux とし，流束 ρux を ϕx と表すと，ṁ−
x , ṁ+

x はそれぞれ次のようになる．

ṁ−
x = ϕxdydz

ṁ+
x =

(
ϕx +

∂ϕx

∂x
dx

)
dydz

(10)
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微小立方体から単位時間当たりに流出する x軸方向の質量 ṁx は次式になる．

ṁx = ṁ+
x − ṁ−

y

=
∂ϕx

∂x
dxdydz

=
∂

∂x
(ρux)dxdydz

(11)

y軸方向，z軸方向も同様に考えると，微小立方体の質量の時間変化率 ṁは，次式で
表される．

ṁ =
∂ρ

∂t
dxdydz = −∇ · (ρu)dxdydz (12)

上式から
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (13)

これは，空間表示による連続の式である．上式を変形すると，次式が得られる．

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0 (14)

ここで，左辺第一項は ρの物質時間導関数

Dρ

Dt
=

∂ρ

∂t
+ u · ∇ρ (15)

である．

非圧縮性をもつ物体の場合は，密度が変化しない (Dρ/Dt = 0)ので，連続の式は次
式になる．

∇ · u = 0 (16)

3 物質表示から空間表示へ

式 (5)と式 (13)は，どちらも同じ質量保存の法則を表しているので，一方からもう
一方を導くことができるはずである．ここでは，式 (5)から式 (13)を導いてみよう．
式 (5)はそもそも，物体 Bの質量を mとして

m =
∫

Ω0

ρ0dV =
∫

Ω0

ρJdV (17)

であったが，mの時間変化率 ṁを考えると

ṁ =
∫

Ω0

(ρ̇J + ρ J̇)dV (18)

ここで J̇ について考えよう．速度勾配テンソルを Lとし，その成分を

Lij =
∂ui
∂xj

(19)
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とすると，Ḟij は

Ḟij =
∂ẋi
∂Xj

=
∂ui
∂Xj

=
∂ui
∂xk

∂xk
∂Xj

= LikFkj

(20)

である．J = det Fより

J̇ =
∂

∂t
(det F)

=
∂

∂t
(ϵijkFi1Fj2Fk3)

= ϵijk(Ḟi1Fj2Fk3 + Fi1 Ḟj2Fk3 + Fi1Fj2 Ḟk3)

= ϵijk(Lil Fl1Fj2Fk3 + Fi1LjmFm2Fk3 + Fi1Fj2LknFn3)

= ϵijkLil Fl1Fj2Fk3 + ϵijkLjmFm2Fi1Fk3 + ϵijkLknFn3Fi1Fj2

= ϵl jkLliFi1Fj2Fk3 + ϵimkLmjFj2Fi1Fk3 + ϵijnLnkFk3Fi1Fj2

= (ϵl jkLli + ϵimkLmj + ϵijnLnk)Fi1Fj2Fk3

=
1
6
(ϵijkϵl jkLli + ϵijkϵimkLmj + ϵijkϵijnLnk)ϵijkFi1Fj2Fk3

=
1
6
(2δil Lli + 2δjmLmj + 2δknLnk)ϵijkFi1Fj2Fk3

= LllϵijkFi1Fj2Fk3

= trL det F

= JtrL

(21)

ここで δij はクロネッカーのデルタ

δij =

1 (i = j)

0 (i ̸= j)
(22)

であり，ϵijkϵijk = 6，ϵijkϵijl = 2δkl であることを利用した．また，trL = Lii は速度勾

配テンソル Lのトレースである．
したがって ṁは

ṁ =
∫

Ω0

(ρ̇ + ρtrL)JdV (23)

質量保存より ṁ = 0，また

trL = Lii

=
∂ui
∂xi

= ∇ · u

(24)
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なので

ρ̇ + ρ∇ · u = 0 (25)

これより
Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0 (26)

この場合の ρは物質表示であるが，これを空間表示とみなせば，式 (13)が得られる．

参考文献

[1] 石原繁：テンソル -科学技術のために-，裳華房 (1991)．

[2] 久田俊明：非線形有限要素法のためのテンソル解析の基礎，丸善 (1992)．

[3] Y.C.ファン：連続体の力学入門改訂版，培風館 (1980)．

5


	物質表示の連続の式
	空間表示の連続の式
	物質表示から空間表示へ

